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Zadanie 15 — rozne sposoby jego rozwiazania

Henryk Dabrowski, Waldemar Rozek

Zadanie 15.
Punkt E jest srodkiem boku BC prostokata ABCD, w ktorym AB > BC . Punkt F lezy na boku
CD tego prostokata oraz [] AEF =90°. Udowodnij, ze [J BAE =[] EAF .

I sposob rozwiazania
Przedtuzamy odcinki AB i EF do przeciecia w punkcie G.

D F C
AE
A B G

Trojkaty ECF i EBG sa przystajace (oba sg prostokatne, katy CEF i BEG sg rowne, gdyz sg
wierzchotkowe oraz CE =BE), skad EF = EG. Zatem trojkaty AEF i AEG sa przystajace

(oba sg prostokatne, AE jest ich wspolng przyprostokatng i przyprostokatne EF i EG maja t¢
samg dtugos¢). Zatem [J EAF =[] EAB, co konczy dowdod.

Il spos6b rozwigzania
Przedtuzamy odcinki AE i DC do przecigcia w punkcie G.

D F C G
E
A B

Trojkaty ABE i GCE sa przystajace (oba sa prostokatne, katy CEG i BEA sa réwne, gdyz sa
wierzchotkowe oraz CE =BE), skad AE=GE oraz [ EGC =[] EAB. Prosta EF jest wigc
symetralng odcinka AG. Zatem AF =FG. Trojkat AGF jest wigc rownoramienny, czyli
'] EAF =[] EGF =[] EAB. To konczy dowdd.
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11 sposéb rozwigzania
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

D X F C
b
AE
b

b1« a
A 5 G B

Trojkat ABE jest prostokatny, wigc | AEB =90°—«, kat AEF jest prosty, wigc
[l CEF =180° —(90° — a) —90° = ¢ . Zatem trojkaty ABE i ECF sa podobne, skad
FC BE .a-x b
—=—,czyli —=—=
EC AB b
a? —b?

Stad x =

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow ABE 1| ADF otrzymujemy

AE =+/a’® +b? oraz AF :,/x2+(2b)2 .

Zatem
2
2_p2 Y a?-b?) +4a%h?
AF = x2+4b2=\/(a b ] +4b2=\/( )2 =
a a
2
_\/a“+2a2b2+b4 ~ (az+b2) _a%+b?
a’ a’ a
Stad otrzymujemy
a AG x a’-b?
COS ¥ = ——=—=—= 0raz cos f = = ==
2 1+ b2 AF  AF a’+b
a? a? —b?
Nastepnie €0s2a =2c0s°a—1=2- >—— —1=———=cos B, czyli 2a = f3, co nalezato
a“+b a“+b

udowodnic.

IV sposob rozwigzania
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

CENTRALNA ntuzjasci UNIA EUROPEJSKA [ERAEN
KAPITAL LUDZKI KOMISJA IBE i el 1
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA eaukacji FUNDUSZ SPOLECZNY [



H. Dgbrowski, W. Rozek — Probna matura, grudzien 2014 r. CKE — poziom rozszerzony 3

D X F C
b
‘IE
b

BYa a
A 3 GB

Trojkat ABE jest prostokatny, wigc | AEB =90°—«, kat AEF jest prosty, wigc

[J CEF =180° —(90° - a) —90° = ¢ . Zatem trojkaty ABE i ECF sa podobne, skad
FC BE .a—-Xx b
—= czyli =

ec a8 Ty "o

2 2
Stad x= 2 =P
Z trojkatow ABE i1 AGF otrzymujemy
b 2b 2b 2ab
tga=— oraz tgf=—= = .
g a 9p B2 2D
a
5 b 2b
. 2tga ‘a a 2ab :
Zauwazmy, ze tQ2a = = = = =tgf,czyli 2a=41.
Y J 1-tg’a (bjz a’-b* a®-b? op czy 4
- - 2
a a
To nalezato udowodnic.
V sposéb rozwiazania
Oznaczmy o =[] BAE.
D F C
‘AE
@ a
A B

Trojkat ABE jest prostokatny, wigc [| AEB =90°—«, kat AEF jest prosty, wigc
[J CEF =180°—(90°—«)-90° =«
Zatem trojkaty ABE i ECF sa podobne, skad
AB AE
EC EF’
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ale EC =BE, wigc

AB AE

BE EF’
To oznacza, ze stosunki dtugosci przyprostokatnych w trojkatach ABE i AEF sg rowne,
co z kolei dowodzi, ze trojkaty ABE i AEF sg podobne. Stad otrzymujemy réwnos¢ katow
[J BAE =[] EAF . To nalezato udowodni¢.

V1 sposob rozwigzania
Ten sposob jest w zasadzie niewielka modyfikacja poprzedniego sposobu.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D Fx C
b
AE
b
7 la
A a B

Trojkat ABE jest prostokatny, wigc [] AEB =90°—«, kat AEF jest prosty, wigc
[l CEF :180°—(90°—a)—90° =.

Zatem trojkat ABE jest podobny do trojkata ECF w skali k = %. Stad wynika, ze

2
FC—k-BE=2.p=2
a a

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow ABE 1| ECF otrzymujemy

2 2
AE =+ AB? + BE? =+/a? +b? oraz EF ={EC?+CF? = b2+(b—j .

a

Obliczmy stosunek dtugos$ci przyprostokatnej AE do dtugosci przyprostokatnej EF
w trojkacie AEF
AE _ Ja'+b® Ja’+b?  Jai+b?  a?+b?  Jal+b?
FE \/bz [ 2 ]2 \/azbz +b? \/azbz +b* \/bz (a?+b?) Py p?
- 2 7 a

2
a a a2

_a
-

a

Otrzymany stosunek jest rowny stosunkowi dtugosci przyprostokatnej AB do dlugosci
przyprostokatnej BE w trojkacie ABE, co oznacza, ze te dwa trojkaty sa podobne.
Stad otrzymujemy rownos¢ katéw [l BAE =[] EAF , co wlasnie nalezato udowodni¢.

V11 sposob rozwiazania
Niech AB=a, BE=CE =b, FC =x, [l BAE =«, [l EAF = £, jak na rysunku.
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D FxC
b
‘IE
b
B
(04
A a B

Korzystajac cztery razy z twierdzenia Pitagorasa kolejno dla trojkatow ABE, CEF, AFD i AEF
otrzymujemy

AE =+/a’> +b? , EF =+/x’ +b? , AF =/4b>+(a—x)’ i AF =+AE2+EF’.
Z dwoch ostatnich réwnosci otrzymujemy kolejno:
4p? +(a—x)" =x* +b* +a +b?,
2b* +a% —2ax+x* = x> +a?,
2ax = 2b?,
b2
X=—.
a
W trojkacie prostokatnym ABE mamy
@a=9.
a

W trojkacie AEF mamy natomiast

/ , b
b™+—
Jb% +x? 2
98 = -2 -

Jb*ra?  Jb2+a?
Zatem skorotga =g/ i katy sg ostre, toa = S, czyli 1 BAE =[] EAF . To konczy dowad.

V111 sposob rozwigzania
Niech AB=a, BE=CE=b, FC=x, [l BAE =«a, [ EAF = £, jak na rysunku.

D FxC
b
‘1E
b
B
o
A a B

Trojkat ABE jest prostokatny, wigc [] AEB =90° —«, kat AEF jest prosty, wigc
[J CEF =180°—(90°-«a)-90° =«
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W tréjkacie CEF mamy
b

cosa

COSa=L, skad EF =
EF

W trojkacie ABE mamy

Sina=i,skqd AEz_L.
AE sina

W tréjkacie AEF mamy

b
EF cosa sina
9 AE b cosa
sina

Zatem skorotga = tgp ikaty sa ostre, toa = £, czyli [ BAE =[] EAF . To konczy dowad.

IX sposob rozwigzania
Umie$émy prostokat ABCD w uktadzie wspohrzednych jak na rysunku i niech A=(0,0),

B=(h,0), C=(b,2c), gdzie 0<2c<b.

y4 \/////
2c 1D E-C

/
Xy

b

Wtedy E =(b,c), prosta AE ma réwnanie postaci y = % X . Zatem prosta EF — prostopadta do

prostej AE i przechodzaca przez punkt E ma rownanie postaci

b
- 2(x-b)+c.
y C(x )+c

Prosta ta przecina prosta CD o rownaniu y = 2¢ w punkcie F, ktorego wspotrzedne

obliczymy rozwigzujac uktad réwnan

y:—E(X—b)-‘rC iy=2c.
c
Poréwnujac prawe strony tych réwnan, otrzymujemy
—E(X—b)+C =2c,
c

——X+—=C¢C,
cC C

**
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2 2
Zatem wspotrzedne punktu F sg rowne F = (b 0 ¢ ,ZCJ .

Wspotczynnik kierunkowy prostej AF jest rowny

2c 2bc 2bc
b26c2 = >, czyli tg] BAF = el

Zauwazmy teraz, ze 1gl] BAE = b , Wigc

2bc _ ¢ 2, A2
b2—c2 ~b | 2b°c-b’c+c®|_ bzc+c3|:0(b +C ):E:
tg | EAF = 2bg ‘ 07 pe? +2bcz| b +bc2| b(bz +cz) b tg.l EAB . To oznacza,

.C
b
0

ze [0 EAF =0 EAB, co nalezato udowodni¢.

X sposob rozwiazania
Umie$¢émy prostokat ABCD w uktadzie wspohrzednych jak na rysunku i niech A=(0,0),

=(b,0), C=(b,2c), gdzie 0<2c<b.

y4 \/
2c 1D E-C

Xy

b \

Wtedy punkt E ma wspotrzedne E = (b, C) .

Wyznaczmy najpierw wspotrzedne punktu F. Mozemy to zrobi¢ dwoma sposobami.
Pierwszy polega na wyznaczeniu rownania prostej AE, wyznaczeniu rOwnania prostej EF,

a nastgpnie rozwigzaniu uktadu réwnan liniowych. Prosta AE réwnanie postaci Yy = ¢ X
Zatem prosta EF — prostopadta do prostej AE i przechodzaca przez punkt E ma rownanie
postaci Yy = —%(X - b) +C . Prosta ta przecina prostag CD o réwnaniu Yy =2c w punkcie F.
Wspotrzedne tego punktu obliczymy rozwigzujac uktad rownan

y:—%(x—b)+c i y=2c.

CENTRALNA ntuzjasci UNIA EUROPEJSKA [ERAEN
KAPITAL LUDZKI KOMISJA IBE i el 1
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA eaukacji FUNDUSZ SPOLECZNY [



H. Dgbrowski, W. Rozek — Probna matura, grudzien 2014 r. CKE — poziom rozszerzony

8

Poréwnujgc prawe strony tych réwnan, otrzymujemy

—g(x—b)+c:2c,

2 2
Zatem wspotrzedne punktu F sg rowne F = (b 5 ¢ ,ZCJ .

Drugi sposob polega na wykorzystaniu iloczynu skalarnego wektoréw. Niech F = (X, 2C) .
Wowcezas
AE =[b,c] oraz EF =[x~-b,c].
Poniewaz AE L EF , wigc AEoEF =0, czyli [b,c]o[x—b,c]=0. Zatem
b(x—b)+c-c=0,
bx—b?+c*=0,
b*—c?
“ b

X

. b% —c?
Wspotrzedne punktu F sg wiec rowne F :( . ,ZCJ :

Teraz skorzystamy ze wzoru na cosinus kata miedzy wektorami. Mamy

0 =AB=[b,0],
V=AE=[bc],
W= AF =| B¢ 2c |,

Dtugosci tych wektorow sg rowne

- 2_p2)\2 2 2_oh202 b 2 oh2e2 4 o4 2.2\2 2,02
|W|:\/(b = ) +(2¢) :\/b Z%ZC +C +4C2:\/b +2tl))zc +ct _ (b -Ec) :bgc _

Nastepnie obliczmy

uov:[b,o]o[b,c]= b> b
V] b-vb?+c?  byb*+c?  bi4c?

COSa =

oraz
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b2_CZ
cos 3 = VoW _[b'C]O[T’ZC]_ b’-c*+2c®>  b*+c? b
|\7|.|W b2 + 2 L—gcz b? 4 c2 % b? 1 c? % /_b2+02

Skoro cosa =cos g, wigc a = S, czyli [ BAE =[1 EAF . To konficzy dowdd.

X1 sposob rozwigzania

D F C
I
E
s
@ |
A B

Zauwazmy, ze punkty A, E, F i D lezg na jednym okregu, gdyz [] AEF =1 ADF =90°.
Nastgpnie zauwazmy, ze [] EAF =[] FDE (sa to katy wpisane oparte na tuku EF).
Trojkaty ABE i DCE sa przystajace , gdyz AB=DC, [] ABE =[] DCE =90°0raz BE =CE
(cecha BKB). Zatem [1 BAE =[] CDE =[] FDE =[] EAF, co konczy dowad.

XI1 sposéb rozwiazania
Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

D a—X FxC
b
AE
b
[
(04
A a B

Trojkat ABE jest prostokatny, wiec [| AEB =90°—«, kat AEF jest prosty, wigc
[] CEF =180°—(90°— ) —90° = « . Zatem trdjkaty ABE i ECF sg podobne, skad

2
Stad x=b—.
a

Pole prostokata ABCD jest rowne
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Pola trojkatow ABE, ECF i AFD sg natomiast rowne

1
Page =—ab,
ABE 2
1 1. b®> bt
P :_bX:_b' = ’
ECF 7o 2 a 2a

1 b? b’
Peerp ==-2b(a-x)=b-|a—— |=ab——.
ECF 2 ( ) ( aJ a

Pole trojkata AEF jest zatem rowne
1. b° b*) 1 b
Paer =P —Page —Pecg —Papp =28b——ab———-| ab—— |==ab+—.
AEF = Fascp ~ FaBe ~ Feck — FarFD 5 Za( aJ 5 2a

Z drugiej strony pole trojkata AEF jest rowne

1 .

Dtugosci odcinkow AE i AF sg rowne
AE =+/a® +b?

AF = J(a=x)’ +(2b)’ =\/(a—%f)2+(2b)2 =\/a2—2b2+(b§)2+4b2 =
:\/a2 +2b? +(%2)2 :\/(a+b7a2)2 —a+l,

wiec
1 50 b2 ) .
Pep ==vVa“+b°-la+— |-sing.
AEF =5 ( a B
Otrzymujemy zatem

2 3
LAY -[a+%}-sin,ﬁ:lab+b—

2 2 2a’
2 2
Va? +b? -£a+b—j-sinﬂ:b(a+b—},
a a
va?+b?-sing=b,
sinﬁ:L.
Va2 +b?

Z trojkata ABE mamy natomiast
b

Ja?+b?
Skoro sina =sin g, katy a | S sa ostre, wigc a = £, czyli 0 BAE =[] EAF .
To konczy dowod.

. BE
Sinag=—=
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